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3. Ubung zu Methoden der Signalverarbeitung

Short-Time-Fourier-Transformation
1 FoOuURIER-Transformation

1.1 Definition

Die Fourier-Transformation ist als das Innenprodukt des zu untersuchenden Signals x(¢) mit der komplexen
Schwingung ¢l 277t definiert

(e o]

= /m(t) e 12t dt.
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X(f) = (a(t), )
Sie stellt einen Vergleich des zu untersuchenden Signals mit der komplexen Exponentialfunktion verschiede-
ner Frequenzen dar.

Im Folgenden wird die diskrete Fourier-Transformation betrachtet. Dabei wird das Signal zundchst mit der
Frequenz fs abgetastet, wodurch im Spektrum periodische Wiederholungen im Abstand fa auftreten. Die
Beobachtungsdauer T' im Zeitbereich beschrankt sich auf N Abtastpunkte. Zusatzlich wird das Spektrum
diskretisiert mit der Frequenzauflésung

N N -ta T

so dass ebenfalls N Abtastpunkte im Nyquistband — f5 /2 < f < fa /2 liegen. Die Abtastung des Spektrums

fuhrt wiederum zu einer periodischen Wiederholung im Zeitbereich im Abstand 7T'.
Somit ist die diskrete Fourier-Transformation gegeben durch:
N—-1

X(n) = Z z(k) exp <—j27rlj\7) mit n=20,...,N—1.
k=0

1.2 Abtasttheorem

Bei der Wahl der Abtastfrequenz fa muss das Abtasttheorem beachtet werden. Fir eine eindeutige Zuord-
nung des Spektrums zu den tatsachlich im Signal auftretenden Frequenzen muss die Abtastfrequenz fa
mindestens doppelt so hoch wie die héchste im Signal vorkommende Frequenzkomponente sein, da an-
dernfalls das Spektrum im Nyquistband durch die periodischen Wiederholungen verfalscht wird (= Aliasing).
Gegebenenfalls wird das Signal vor der Abtastung durch ein analoges Filter bandbegrenzt.

Beispiel 1 (Abtastung zweier verschiedener Sinus-Signale)

In Abbildung 1 sind zwei Sinus-Signale dargestellt und mit der gleichen Abtastfrequenz ¢ty = 3,14s bzw.
wp = 2% abgetastet. Die Punkte markieren dabei einander entsprechende Abtastwerte. Das heil3t: Alleine
aus den Abtastwerten konnen die beiden Signale nicht unterschieden werden. [ |
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Abbildung 1: Abgetastete Sinus-Signale

1.3 Leckeffekt

Wird ein Signal im Zeitbereich gefenstert, entspricht dies einer Faltung der Spektren des Signals und des
Fensters. Die daraus resultierende Verfalschung des Signalspektrums wird als Leckeffekt bezeichnet. Bei der
diskreten Fourier-Transformation entspricht die Begrenzung auf N Abtastwerte einer Rechteckfensterung des
Signals, daher ist zu erwarten, dass sie stets mit einem Leckeffekt behaftet ist.

Dabei ist allerdings zu beachten, dass das Signal im Zeitbereich aufgrund der Diskretisierung des Spektrums
periodisch fortgesetzt wird. Wenn sich das untersuchte Signal das Abtasttheorem erflillt und sich dartber hin-
aus ausschlief3lich aus diskreten Frequenzen zusammengesetzt, die ganzzahligen Vielfachen der Frequenz-
auflosung A f entsprechen, dann ist das periodisch fortgesetzte Signal identisch mit dem urspriinglichen
(ungefensterten) Signal, so dass der Leckeffekt entfallt.

Andernfalls kann es bei der periodischen Fortsetzung des gefensterten Signals zu Sprungstellen kommen,
die sich durch hohe Frequenzanteile im Spektrum auf3ern.

Beispiel 2 (Leckeffekt durch periodische Fortsetzung)

Im Folgenden werden zwei leicht verschiedene Sinus-Signale abgetastet. Bei beiden Signalen wird die Anzahl
der Abtastpunkte auf NV = 16 sowie die Abtastfrequenz auf fo = 8 Hz festgelegt. Das erste Signal, ein 1 Hz-
Sinus und die zugehdrige FFT sind in Abbildung 2(a) dargestellt.

Da sich das abgetastete Signal problemlos periodisch fortsetzen lasst — es stimmt exakt mit dem kontinuier-
lichen, unendlichen Signal tberein — entsteht kein Leckeffekt. Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) gibt
genau die Frequenz 2 - Af = 1 Hz wieder (Af = fa/N = 8 Hz/16 = 0,5 Hz). Verandert man allerdings die
Frequenz nur leicht auf f = 1,2 Hz, so kann das Signal nicht mehr einwandfrei periodisch fortgesetzt werden.
Es kommt zu Unstetigkeiten im Ubergang und somit zum Leckeffekt (siehe Abbildung 2(b)).

Es sei angemerkt, dass hier Aliasing keine Rolle spielt. Beide Signale sind mit 8 Hz ausreichend hochfrequent
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(b) 1,2Hz Sinus und FFT (Betrag)

Abbildung 2: Leckeffekt

Um den Leckeffekt zu reduzieren, werden geeignete Fenster eingesetzt. Diese dienen lediglich dazu, das
Signal an den Randern abzuflachen, um eine stetige periodische Fortsetzung zu ermdglichen. Allerdings wird
durch die Fensterung die Signalenergie verandert, wodurch insbesondere bei sehr kurzen, stark dampfenden
Fenstern eine Signalverarbeitung nicht mehr maoglich ist.



2 Short-Time-Fourier-Transformation

Die Short-Time-Fourier-Transformation (STFT) kann als logische Konsequenz der Fourier-Transformation aus
technischer Sicht angesehen werden.

2.1 Definition

Bei der STFT wird das Signal mit einem Fenster v multipliziert, dessen Zeitdauer kurz ist im Vergleich zur
Signallange. Dieses Fenster wird Uber das gesamte Signal verschoben. Daraus ergibt sich folgende Definition
der STFT

o0

F)(r.f) = / z(t) -~y (t—7)-e 2™ dt
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Die Konsequenz ist, dass die STFT eine zweidimensionale Funktion der Zeitverschiebung 7 und der Frequenz
fist.

Bisher wurde die STFT als Fourier-Transformierte des gefensterten Signals interpretiert. Dies entspricht der
Bildung des Innenproduktes aus dem gefensterten Signal und einer Harmonischen:

F;(Ta f) = <x(t) (e T)’ej27rft>

Durch eine Umformung des Innenproduktes ergibt sich eine neue Interpretation, namlich ein Vergleich des
Signals mit einem zeit- und frequenzverschobenen Fenster:

F (7, f) = ((t),y(t = 7) - 2771

Fir ein bestimmtes 7 und f ist die Short-Time-Fourier-Transformierte F/ (T, f) ein MaR fiir die Ahnlichkeit
des Signals z(¢) mit einem Fenster, dessen Signalenergie um die mittlere Zeit 7 und die mittlere Frequenz
f konzentriert ist. Da das Fenster eine endliche Zeitdauer und Bandbreite besitzt, ist die Aussage der STFT
daruber, wie stark die Frequenz f zum Zeitpunkt 7 im Signal z(¢) enthalten ist, ungenau.

Bei der klassischen Fourier-Transformation wird mit einer Harmonischen verglichen, deren Bandbreite Null
ist. Dadurch erhalt man eine exakte Information Uber die enthaltenen Frequenzen im Signal. Aufgrund der
unendlichen Zeitdauer enthalt das Spektrum jedoch keine zeitliche Information. Bei der STFT wird diese durch
eine Verschlechterung der Auflosung des Spektrums erkauft. Das Verhaltnis von Zeit- und Frequenzauflésung
wird durch die Wahl der Zeitdauer des Fensters bestimmt. Dabei bleibt das Zeitdauer-Bandbreite-Produkt
jedoch konstant: Dieses hangt ausschlie3lich von der Form des gewahlten Fensters ab.

Fur ein festes 7 = 1y verhalt sich die STFT genauso wie eine Fourier-Transformation eines gefensterten
Signals, das heifl3t, Aliasing und Leckeffekt treten genauso auf und miussen bei der Wahl der Fensterfunktion
~ und der Abtastfrequenz f berlicksichtigt werden.

Die Gabor-Reihe kann als Zwischenschritt zur diskreten STFT verstanden werden: Das Signal liegt zwar
noch kontinuierlich vor, das Fenster wird jedoch in diskreten Schritten 7 und f verschoben. Es entsteht eine
Abtastung des Zeit-Frequenz-Spektrums.

Beim Ubergang zur diskreten STFT liegen sowohl das Signal z:(n) als auch das Fenster (n) mit der gleichen
Frequenz f5 abgetastet vor. Die diskrete zeitliche Verschiebung des Analysefensters betragt AN Abtast-
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punkte, K bezeichnet die Anzahl der diskreten Fensterpositionen in Frequenzrichtung innerhalb des Nyquist-
bandes.

2.2 Spektrogramm

Als Spektrogramm wird das Betragsquadrat der STFT bezeichnet:
2
S f) = [F (7.1)]

2.3 Eigenschaften der STFT

Die wichtigste Eigenschaft der STFT ist die Translationsinvarianz in Zeit- und Frequenzrichtung. Es gilt:

wo(t) = z(t —to) = F) (7.f) = F)(t — to,f) exp ( — j2m fto)
xo(t) = x(t) - exp(j2m fot) = FJ(7.f) = FJ(1.f = fo)

2.4 Rekonstruktion des Signals

Die Rekonstruktion des Signals aus seiner Short-Time-Fouriertransformierten gelingt mit Hilfe eines Synthe-
sefensters ¥(¢):

i) = / / FI(r )it — 7) 270t dr df

—00 —0O0

Im kontinuierlichen Fall muss 7(t) dafir lediglich die Bedingung

((8),~(t)) =1

erfillen. Bei der Gabor-Reihe muss die Wexler-Raz-Beziehung (Biorthogonalitatsbedingung fur Analyse- und
Synthesefenster) erfillt sein:

= (30, (t = k/F) e2™IT) = §(m) (k)

Eine entsprechende Bedingung existiert fur die diskrete STFT.

2.5 Beispiele

Beispiel 3 (Fourier-Transformation eines zeitvarianten Signals)
Gegeben sei das zeitvariante Signal x(¢) im Zeitbereich von 0 bis 8 s mit:

x(t) = sin (27 (f + 0,08t) - t)

Das Signal wird auf der ganzen Lange mit N = 64 Punkten abgetastet. Daraus wird die FFT berechnet. In
Abbildung 3 sind sowohl das Signal als auch das Betragsquadrat des Spektrums dargestellt.
|
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Abbildung 3: Zeitvarianter Sinus und seine FFT (Betrag)

Beispiel 4 (Short-Time-Fourier-Transformation eines zeitvarianten Signals)
Gegeben ist wiederum das zeitvariante Signal z(¢) im Zeitbereich von 0 bis 8 s mit:

z(t) = sin (27 (f + 0,08t) - t)

Diesmal wird allerdings ein Rechteckfenster der Lange N’ = 16 verwendet, das verschoben wird. Die Anzahl
der Abtastpunkte N = 64 des gesamten Signals bleibt unverandert.
Die Abbildungen 4 und 5 zeigen das Spektrum des verschobenen Fensters zu den Zeitpunkten 7 = 0 und

T = 481t A.
|
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Abbildung 4: Zeitvarianter Sinus und seine STFT (Betrag) bei 7 = 0
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Abbildung 5: Zeitvarianter Sinus und seine STFT (Betrag) bei 7 = 6s







Aufgabe 1: Short-Time-Fourier-Transformation |

Berechnen Sie die STFT fur folgende Spezialfélle:

a) Analysefenster mit Bandbreite Ay = 0 und Zeitdauer A; = oo:
V() =1 o—e T(f)=4(f)
b) Analysefenster mit Zeitdauer A; = 0 und Bandbreite A y = oo:

() = 6(t) o—s T(f)=1

Aufgabe 2: Short-Time-Fourier-Transformation |l
Gegeben sei folgendes Signal z(t):

x(t) = e—oltl
Dieses Signal soll mit Hilfe der Fensterfunktion

y(t) = e

untersucht werden. Bestimmen Sie die Short-Time-Fourier-Transformierte.

Aufgabe 3: STFT-Rickgewinnung

Gegeben sei das Signal
x(t) = e ot

das mit der STFT untersucht werden soll.

a) Bestimmen Sie die Short-Time-Fourier-Transformierte mit Hilfe des Fensters (t) = e P,

b) Als Synthesefenster wird ¥(t) = ¢ - S angesetzt. Bestimmen Sie den Faktor ¢ so, dass eine Signal-
rekonstruktion maoglich ist.

c) Berechnen Sie das urspriingliche Signal aus der Short-Time-Fourier-Transformierten.



